Kapitel 2

Stetigkeit

Stetigkeit ist fiir reellwertige Funktion mehrerer Veranderlicher wie fir Funktionen einer
Veranderlichen definiert. Eine Funktion f ist stetig an einem Haufungspunkt ¥y € Dy,
wenn der Grenzwert an dieser Stelle mit dem Funktionswert (bereinstimmt, d.h. wenn
lim f(Z) = f(o)
T— o
gilt. Damit diese Gleichung Sinn ergibt, missen wir erkléren, was wir unter dem Grenz-
wert einer Funktion mehrerer Veranderlicher verstehen wollen.

Far Funktionen einer Veranderlichen hatten wir Grenzwerte mithilfe von Folgen definiert.
Bei Funktionen mehrerer Veranderlicher machen wir dies genauso. Damit ergibt sich das
folgende Programm:

Folgen im R™ — Grenzwerte von Funktionen — Stetigkeit.

Um die Notation einfach zu halten, identifizieren wir durchgéngig Spaltenvektoren mit
Koordinaten von Punkten, welche wir als Zeilenvektoren notieren.

2.1 Folgenim R"

Definition 2.1 Eine (Punkt-)Folge {P:}° , bzw. {Z;}52, im R™ ist eine nummerierte
Menge von unendlich vielen Punkten & € R™.

Beispiel 2.2 Fir die Folge
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k4

im R2 gilt
y

1 1 Py
L (1 .2 .3 P
1 = 0 ) 2 — § ) 3 = § )

4 9 P
Die Punkte P, = (z, yx) liegen auf der Parabel /1 ‘1\ z

y=1—2a2 Abb. 2.1: Punktfolge auf Parabel.
und néhern sich fur den Grenzlbergang k — oo dem Punkt P* = (0,1):
|fkf*||H i —0fir k—>oo. A

Beispiel 2.2 zeigt eine mdgliche Veranschaulichung von Punktfolgen. Eine Punktfolge
entsteht, wenn sich ein Fahrzeug entlang einer stetigen Kurve im R? bewegt und die Po-
sition des Fahrzeugs zu den Zeitpunkten t = k, k € N gemessen wird. Analog kann man
sich eine Punktfolge im R™ als Bewegung eines Punktes im R"™ vorstellen, bei welcher
die Position des Punktes jeweils zur Zeit t = k, k € N notiert wird.

Der in Beispiel 2.2 vorgenommene Grenziibergang flihrt auf den folgenden Konvergenz-
begriff:

Definition 2.3 Eine Folge {Z1}° , &% € R", heiBt konvergent gegen den Grenzwert
Z* € R™, wenn die reelle Zahlenfolge der Abstande {||Z, — Z*||}72; gegen Null strebt:

lim &) =& : < lim ||& — || = 0.
k—o0 k—o0

Die Konvergenz von Punktfolgen {Z)} wird hierbei zurlickgefiihrt auf die Konvergenz
von Folgen reeller Zahlen. Die in Band 1 entwickelten Methoden zur Konvergenzunter-
suchung kénnen damit unmittelbar angewendet werden. Fir die praktische Berechnung
von Grenzwerten ist Definition 2.3 allerdings nicht gut geeignet, da die Berechnung der
Norm aufwandig ist. Der ndchste Satz erleichtert die Konvergenzuntersuchung.

Satz 2.4 Die Folge {Z}}, ¥, € R", konvergiert genau dann gegen einen Punkt * € R™,
wenn die Zahlenfolgen aller Komponenten konvergieren.

Der Satz besagt, dass Konvergenz in der Norm und komponentenweise Konvergenz im
R™ &quivalent sind. Beispielsweise gilt im R?

lim [ *F ) = v < lim zp =2 und lim =qy*
k—oo \ Yk a y* k—o0 b k:~>ocyk =y
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Beweis (imR?):
,="“: Nach Voraussetzung ist lim | & — Z*|| = 0. Zu zeigen ist
k—o0
lim zp =2* und lim y, = y*.
k—o0 k—oo

Es gilt

lim |z, —z*| = lim \/(2p — 29)2 < lim /(21 — 2*)2 + (g — y*)?
k—o00 k—o0 k—o0

lim ||Z, — 7| 20,
k—o0

also lim xj = z*. Ebenso l&sst sich lim y; = y* nachweisen.
k—o0 k—o0

+~<="1 Nach Voraussetzung gilt lim z; = z* und lim y; = y*. Dann folgt
k—o0 k—o0

lim [|Z — & = lm /(2 — ") + (ye — y")> = 0.
k—o0 k—oo N —_— ——r

—0 —0
Im Fall n > 2 fuhrt man die gleichen Schlisse flr alle Komponenten durch. O
Beispiel 2.5
k
1. & = <xk) _ [ Fe
Yr 2. Y17
Wegen

lim zp =1, lim y, =2- lim V17 =2
k—o0 k—o0

I
7N
[N
~_

folgt lim &
k—o0

2. 7= (5) = ((Cp )

Es qilt
lim 2z, = lim e ¥ =0,  aber: lim y, = lim (—1)* existiert nicht.
k— o0 k— o0 k— o0 k—o0
Daher existiert lim &, ebenfalls nicht. A
k—o00

Falls eine gegebene Folge nicht konvergiert oder falls die Konvergenz nicht nachgewie-
sen werden kann, interessiert man sich dafur, ob die Folge zumindest beschrankt ist. Wir
werden sehen, dass die speziellen Eigenschaften beschrankter Zahlenfolgen auch auf
beschrankte Punktfolgen zutreffen. Insbesondere gilt der Satz von Bolzano-Weierstra3
flr beschrankte Punktfolgen.
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Definition 2.6 Eine Folge {Z)} heiBt beschrdnkt, wenn es eine Kugel gibt, in der alle
Punkte 'y, liegen.

ZB.ist {%,} =

Kugel fir {Z) }

Abb. 2.2: Beschrankte Folge.

Mit &hnlicher Argumentation wie im Beweis von Satz 2.4 zeigt man, dass eine Punktfolge
genau dann beschrankt ist, wenn jede ihrer Komponentenfolgen beschrankt ist. Wie fur
Zahlenfolgen gilt weiter

Satz 2.7 Jede konvergente Folge {Z},} ist beschrankt.

Beweis (wie fiir Zahlenfolgen): {Z} sei konvergent mit klim Zr = &*. Dann gilt fur alle
ede el
keN

<
. . . . A-Ungl. . . /:_’:i
[Tkl = 1T — 2" + 27| < [|[Zx = ||+ |77 <1 + 2 =2 ¢,
N——
S c1,da lim ka — f*” =0
k—oo
d.h. alle Z, liegen in einer Kugel um den Ursprung mit Radius c. O

Ebenfalls wie fir Zahlenfolgen gilt der wichtige

Satz 2.8 (Bolzano-WeierstraB) Jede beschrénkte Folge {Z\} besitzt eine konvergente
Teilfolge.
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Beweis (fiir n = 2): Es sei &} = <;]’j> Wegen |zi| < || &k ist {zx}32, eine be-
schréankte Zahlenfolge, zu der nach dem Satz von Bolzano-Weierstra3 aus Band 1 eine
konvergente Teilfolge xi, , zk,, ... = {zk, }5°, existiert.

Setze nun &, = xx, und 1, = yr,, n € N. Wegen |n,| < ||Zk, | ist {9}, ei-
ne beschrénkte Zahlenfolge, welche eine konvergente Teilfolge 7y, ; s, - - - = {1, }721
besitzt. Da Teilfolgen aus konvergenten Zahlenfolgen ebenfalls konvergieren, ist die Teil-

folge {&y,}72, konvergent und somit konvergiert auch die Teilfolge (f;"l >7 (f]’” ), .
nach Satz 2.4.

Im Fall n > 2 schlieBt man analog mit vollstdndiger Induktion Uber alle Komponenten. O

Beispiel 2.9 Gegeben sei die Folge

. km
()
(="
i\ (3 V3 V3
— 2

9 7 7(0>’ _7 b _7 7(0),"'
1 1 —1 1 -1 1

Setzt man k,, = 3n, d.h. k; = 3, ko = 6, k3 = 9, usw., dann ist die Folge {&,,}52; mit

3
&n i= Tk, = Tz, = sin (?) =sin(nr) =0 fur alle n

als konstante Folge trivialerweise konvergent. Mit der zugehdrigen Teilfolge

M = Yk, = Y3n = (71)371 - (71)n

erhélt man die Teilfolge

) =)0 (5)- ()

aus welcher man durch erneute Teilfolgenauswahl die konvergente Teilfolge
’5271 _ 0 0
o = 1)l )
ausliest. A

Als weitere Eigenschaft Ubertragen sich die flr Zahlenfolgen bekannten Regeln flr
Grenzwerte von Summen und von Produkten mit reellen Zahlen auf Punktfolgen.

Satz 2.10 (Rechenregeln fiir Folgengrenzwerte) Gegeben seien konvergente Folgen
{Z}, {yx} mit klim Ty = &* und klim Ux = ¥*. Dann gelten
— 00 — 00
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1. lim (& £ §k) = lim & + lim ¢ = &* £ 7.
k—o0 k—o00 k—o00

2 lim (¢c- @) =c- lim T =c-&* fir ceR.
k—o0 k— o0

Beweis: 1. und 2. gelten komponentenweise. O

2.2 Grenzwerte multivariater Funktionen

Grenzwerte fir Funktionen einer Veranderlichen
hatten wir in Band 1 zunachst fir Punkte x defi-
niert, in denen eine punktierte Umgebung im Defi-
nitionsbereich existierte. Danach hatten wir Grenz-
werte flr Funktionen einer Veranderlichen auch fir
den Fall erklart, dass an der Stelle x( nur eine ein-
seitige punktierte Umgebung im Definitionsbereich
enthalten war. Im R™ ist jedoch nicht ersichtlich, wie
man im Allgemeinen eine einseitige Umgebung de-
finieren sollte. Daher diskutieren wir Grenzwerte im
Folgenden nur noch in Haufungspunkten von Dy.
Dies schlieBt alle bisherigen Félle ein. Abb. 2.3: Haufungspunkt am Rand.

Als erstes Resultat charakterisieren wir Haufungspunkte mithilfe von Folgen.

Satz 2.11 Essei D C R" eine beliebige Menge und ¥y € R™ ein beliebiger Punkt. Dann
ist £y genau dann ein Haufungspunkt von D, wenn es eine Folge {Z\.} von Punkten aus
D gibt mit
Ty € D, T 75 Zo und lim & = Zp.
k—o00

Beweis: Wir zeigen nur eine Richtung des Bewei-

ses. Die Rlckrichtung beweist man analog.

Zo sei Haufungspunkt von D, d.h. in jeder e-
Umgebung von & liege ein von &, verschiedener
Punkt aus D. Fir k =1,2,... seinun

1
ep:=— und & € DNU,, (%o) \ {Z0}.

k
Dann folgt
S o 1 . . .
on — ka < - =0 fur k — oo, Abb. 2.4: H&ufungspunkt mit konvergenter
k Punktfolge.
d.h. lim & = . O
k—o0

Nach dieser Vorbereitung kénnen wir Grenzwerte von Funktionen mehrerer Verénderli-
cher erklaren.
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Definition 2.12 Gegeben seien eine Funktion f: D C R™ — R sowie ein Haufungspunkt
To von D. Wenn eine Zahl c existiert, sodass

klim f(fk) =c f[]rjede Folge {fk} mit fk S D, fk 7& f@ und khm fk = fo
—00 —00

gilt, dann heiBt ¢ Grenzwert von f fir £ — Zo:

c= lim f(Z) bzw.imR? c¢= lim flz,y).
F—To (@,y)—(w0,y0)

Beispiel 2.13

1. Gegeben sei f: Dy — R mit
1
f(x,y) :x2+§7 Df :{(xvy) | y;&()}

Der natirliche Definitionbereich Dy von f ist R? ohne die z-Achse. Im Fol-
genden soll untersucht werden, ob fir Z, = (‘”°> = <0> der Grenzwert

Yo 1
lim (3:2 + l) existiert.
(z,9)—(0,1) Yy

8
[ V)
Ble

Da %y Haufungspunkt von Dy ist, existiert ei-

ne Folge {Z}} = {(if)} mit p;, %of

Ty € Dy furalle k € N, z
Ty # To foralle k € N, (2.1)

lim 7 = 7. Dy
k— o0

Abb. 2.5: Punktfolge gegen Zo.
Nach Satz 2.4 gilt

lim x; =0,
lim & = Zy < { "7
k—o0 lim gy = 1.
k—o0

Mit dem Satz Uber die Grenzwerte von Zahlenfolgen aus Band 1 folgt

1 1
lim f(a?’k):kli_)n;o (xi—l—yk) =0 +-=1l=c

k—o0 1

Dies gilt fir jede Folge {Z+} mit der Eigenschaft (2.1). Somit ergibt sich

1
lim (x2 + > =1.
(z,y)—(0,1) Y
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2. Existiert fur die Funktion f: Dy — R mit

sin(2?)

212 Dr=R\{0.0)]

flz,y) =

i ?
der Grenzwert (m,y%l—>nl(0,0) flz,y)7
Der Punkt (0,0) gehort nicht zu Dy, er ist aber Haufungspunkt von D . Wir ver-
muten, dass der Grenzwert nicht existiert und suchen zum Nachweis entweder ei-
ne gegen (0, 0) strebende Folge {yx}, fir die der Grenzwert limg_,, f () nicht
existiert, oder zwei gegen den Ursprung konvergierende Folgen {g:} und {Zz}},
fur die die zugehérigen Folgen der Funktionswerte gegen unterschiedliche Grenz-
werte streben. Dazu eignen sich hier die auf den Koordinatenachsen gegen den
Ursprung verlaufenden Punktfolgen

I - A
Yk = , k= | 1
0 %
mit

S R 0 . 0
Yk, 2k € Dy, yk?’é(O)azk?ﬁ(O),

lim ¢ = <8> ,  lim zZ = (8) , Abb. 2.6: Unterschiedliche gegen (0, 0)

koo koo konvergierende Punktfolgen.
far welche
1 _ 1 0“
. sin(zz) t=3z .. sint g
lim f(yk) = lim — (kzg = lim =— = 1,
k— o0 k— o0 7z +0 t—0 ¢
aber
. - sin(0
lim f(Zx) = lim ( 3 = lim 0=0
k—o0 k—oo 02 —+ w2 k—o0

gelten. Der Grenzwert klim f (&) hangt demnach von der Folge {Z}} ab. Also
—00

existiert  lim x,y) nicht.
(z,y)—(0,0) f@:9)

Das Beispiel zeigt auch, dass aus der Existenz von klim f (&) fur eine (oder meh-
—r 00
rere) spezielle gegen &, konvergente Folge(n) {Z}} nicht folgt, dass lim f(Z)
T—To

existiert. Dies gilt bereits flir Zahlenfolgen, siehe Band 1. A

Wie bei Funktionen einer Verénderlichen ist es manchmal geschickt, Grenzwerte unab-
hangig von Zahlenfolgen durch Anwendung des folgenden Satzes zu bestimmen:
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Satz 2.14 Esist lim f(Z) = c genau dann, wenn zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 existiert,

T—T0o
sodass

|f(Z) —c| < ¢ firalle & € Us(Zy) N Dy
gilt.

Grenzwerte von Summen und Produkten behandelt man wie bei Zahlenfolgen:

Satz 2.15 (Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen) Die beiden Grenzwerte

lim f1(@) =c1 und lim fo(Z) = 2
T—To T—To

mégen existieren. Dann gelten fir o, § € R:

1. lim (a- f1(Z) £ 8- f2(F) =a-c1 8- c.

T—To
2. lim (fl(f) . fg(f)) =c - Co.
r—rTo
3 1im 2 _ e, 20,
C2

Aggo J2(%)

Beweis: Ist {Z};} eine beliebige gegen &, konvergente Folge, dann sind { f1(Z))} und

{£2(#))} Zahlenfolgen, fiir welche die Eigenschaften gelten (siehe Band 1). 0
Beispiel 2.16
2,1 lim (xz I §> , 3
lim L 3. _(@y)—(01) " 0%+ 7 B
(z,y)—(0,1) cos x + e¥Y lim (COS . ey) P S o .
(z,y)—(0,1)

Auch das Sandwich-Theorem gilt fir Grenzwerte multivariater Funktionen:

Satz 2.17 (Sandwich-Theorem) Gegeben seien
die auf D C R"™ definierten reellwertigen Funktio-
nen f, g und h sowie ein Haufungspunkt &y von D.
Weiter gelte

1. g(Z) < f(&) < h(Z) firalle ¥ € D.

2. lim ¢g(Z) = lim (%) =c.

Dann existiert lim f(Z) undesgilt lim f(Z) =c. Abb. 2.7: Sandwich-Theorem.
T—To T—XTo

Beweis: Wie fur Funktionen von einer Veranderlichen (vergleiche Band 1). O
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Selbstverstandlich sind die Funktionen g und A in der Regel nicht gegeben. Man wendet
das Sandwich-Theorem so an, dass man eine gegebene, kompliziert gebaute Funktion
f, deren Grenzwert gesucht ist, nach oben und nach unten abschéatzt durch Funktionen
g und h, deren Grenzwerte einfacher zu berechnen sind.

Beispiel 2.18 Es sei
1

xcos(7> fur y # 0,
Y

0 far y = 0.

flx,y) =

Da der Kosinus durch 1 abgeschéatzt werden kann, gilt

—z < f(z,y) <z fir z >0,
z < f(z,y) < —z flir z <0,

also insgesamt
—|z| < f(x,y) < |z| firalle (z,y) € R

Setzt man g(x,y) := — |z|, h(x,y) := |z|, dann folgt aus
lim r,y) =— lim x| =0, lim A(z,y)= lim x| =0
(ryy)%(O,O)g( v) (r,y)%(070)| | (2,y)—(0,0) (.9) (ﬂv-,y)ﬁ(oyo)| |
auch
lim z,y) = 0. AN
(2,3)—(0,0) fe.y)

2.2.1 Grenzwerte abschnittsweise definierter Funktionen

In Band 1 hatten wir einseitige Grenzwerte von Funktionen betrachtet und festgestellt,
dass der Grenzwert einer Funktion f an einem inneren Punkt ihres Definitionsbereichs
existiert, wenn der links- und der rechtsseitige Grenzwert an dieser Stelle exisitieren
und Ubereinstimmen. Bei Funktionen zweier Veranderlicher sind die Verhaltnisse kom-
plizierter, da es unendlich viele Richtungen gibt, aus denen man sich einem Punkt im R?
annahern kann. Glicklicherweise darf man Grenzwerte von abschnittsweise definierten
Funktionen aber trotzdem auf die sinngeman gleiche Art berechnen. Die mathematisch
korrekte Formulierung des Sachverhalts ist zwar etwas umsténdlich, aber die Handha-
bung ist einfach.

Satz2.19 Es sei f: D C R? — R eine Funktion und (zo,yo) sei ein Haufungspunkt
von D. AuBerdem gebe es zwei disjunkte Mengen Dy und Dy mit D = Dy U D5, fir
die (zg,yo) jeweils ein Haufungspunkt ist, sowie zwei Funktionen fi: D1 — R und
fg : Dg — R mit

flz,y) = {f1(l‘,y) fir (x,y) € Dy,
’ folz,y) fir (z,y) € Ds.
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Dann existiert der Grenzwert lim f(z,y) genau dann, wenn die zugehdrigen
(@,y)—(0,y0)

Grenzwerte fiir f1 und f5 existieren und (bereinstimmen:

lim flz,y) =c < lim fi(z,y) = lim fo(z,y) =c
(z,9)—(w0,y0) (z,y)—(20,y0) (z,y)—(20,y0)
(z,y)€D: (z,y)€D>

Die Aussagen gelten sinngemdf3 auch fiir Funktionen von mehr als zwei Verdnderlichen
und wenn f durch mehr als zwei alternative Funktionsausdriicke definiert ist.

Beweis: Die Beweisfiihrung von links nach rechts erlbrigt sich, da die Grenzwerte fur f;
und fo Spezialfdlle des Grenzwerts von f sind.

Die Existenz der Grenzwerte fir f; und f5 sei nun
vorausgesetzt. Nach Satz 2.14 existieren zu jedem
€ > 0 Zahlen 41, > > 0, sodass y

|f1(x,y) _C‘ <e

faralle (x,y) € Us, (x0,y0) N D1, vo L o A
faly) — | <e -
faralle (x,y) € Us, (w0, y0) N Do
A

gelten. Mit § := min{dy, Jo } folgt
Abb. 2.8: Definitionsbereich einer
|f($, y)—cl<e abschnittsweise definierten Funktion.

furalle (x,y) € Us(zo,y0) N D.
Wiederum nach Satz 2.14 ist dann lim flz,y) =c O

(z,y)—(z0,Y0)

Beispiel 2.20 Es sei

22+ 1 fur y >0,
f(:c,y)—{ )
cosy fiur y <O0.

Gesuchtist  lim ).

(x,y)%(()’o)f( 2
Setzt man Dy = {(z,y) € R? | y > 0}, Dy = {(z,y) € R? | y < 0}, f1: D1 — R,
filz,y) =22 +1, fo: Dy — R, fo(z,y) = cosy, dann ist (0,0) ein Haufungspunkt von
D1 und D5 und es gilt

li y) = lim(z® +1) =1, li y) = li =1.
(raf g TPV T I H I = i ale) = i ooy
(z,y)€D1 (z,y)€D2

Also folgt nach Satz 2.19
f(z,y) =1. A

lim
(z,y)—(0,0)
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2.2.2 Grenzwertberechnung mithilfe von Polarkoordinaten

Der Nachweis eines Grenzwerts mit Punktfolgen kann schwierig sein. Flr Funktionen
zweier Veranderlicher ist es aber maglich, in der (z, y)-Ebene durch

T — Xy = rCcosp,
Y — Yo =Trsing

lokale Polarkoordinaten mit Zentrum Z einzufiih-
ren. FUr jede gegen T konvergente Folge {Z}} gilt
dann zwingend || — o[l = 7 — 0. Setzt man

g(r, ) == f(xg + rcosp,yo + rsiny),
dann gilt

lim z, = lim T, .
(z,y)=(20,y0) f( y) r*b(;ﬁ_g( (p)
® .

N N

y
T

) T

Abb. 2.9: Lokale Polarkoordinaten.

Falls g nicht von ¢ abhangt oder falls man die winkelabh&ngigen Terme in g abschétzen
kann, ist der rechte Grenzwert einfacher zu berechnen als der linke. Fir Funktionen von
mehr als zwei Verdnderlichen kann man analog Verallgemeinerungen von Polarkoordina-

ten in héheren Dimensionen verwenden.

Beispiel 2.21

1. Gegeben sei
sin(z? + y?)

f(may): 1:2+y2

)

(z,y) # (0,0).

Wir berechnen den Grenzwert  lim  f(x, y) mithilfe der Polarkoordinaten 2 =

(z,y)—(0,0)

rcospund y = 7sin g, d.h. 22 + y? = r2(cos? ¢ + sin? @) = r2:

2

sin(e” +4%) . osin(r?) e=2 sint
im ———= = lim = lim— =1
(z.y)—(0,0) 22+ y? r—0+ t—0 t
+ 2
In diesem Beispiel ist g(r, ) = ‘““T(Z ) unabhaingig von ¢, wodurch der Grenzwert

in zwei Variablen auf einen eindimensionalen Grenzwert reduziert wird.

2. Gesucht sei

(z—y)?x+y—2)

1m .
(@)= 22 +y2 = 2(x +y—1)

Mit lokalen Polarkoordinaten

r=1+rcosp, y=1+rsing
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folgt

: (z -y +y—2)
1m
(zy) =) 22 +y?2 —2(x+y—1)

(1+rcosp—1—rsinp)?(l+rcosp+1+rsinp —2)

r04 (1 + 7 o8 9)2 + (L + rsinp)? — 2(1 + rcos +1+rsinp—1
- bl 14 14 ¥

lim 73(cos ¢ — sin )?(cos ¢ + sin @)
r=0+ 1 +72cos2p + 1+ r2sin ¢ — 2
¢ bel.
~ lim 7r3(cos ¢ — sin )?(cos ¢ + sin @)

r—0+ 72(cos? @ sin? @)
© bel.

= lim 7(cos ¢y — sin)?(cos ¢ + sin ).
r—0+
 bel.

Der Term 7 (cos ¢ — sin ¢)?(cos ¢ + sin ) héngt zwar von ¢ ab, aber wegen

lim r=0 und —8< (cosy —sing)?(cosp +sing) <8
r—0+4

folgt nach dem Sandwich-Theorem

li oh 2 . . = 0.
im 7 (cose — sing)?(cos p + sin p)

r—0+4
¢ bel. —0 beschrankt
3. Fir
22
fz,y) = m
ist
2.2
7 COS
g(r, @) == f(rcos,rsinp) = 7280 = cos® .
r

Interpretiert man ¢ als festen Parameter, dann existiert der Grenzwert

. 2 2
r1—1>%1+ cos” ¢ = cos” .

Anschaulich ist dies der Funktionsgrenzwert flr eine Punktfolge, die sich dem Ur-

sprung auf einer Halbgerade nahert. Der Grenzwert hangt aber vom Polarwinkel ¢

der Halbgerade ab, sodass

2

lim ——— = lim cos? ¢
(x,9)—(0,0) % + Yy r—0+
 bel.

nicht existiert.
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Zur Verdeutlichung betrachten wir zwei Punktfolgen, die sich dem Ursprung auf
zwei verschiedenen Halbgeraden néhern. Fir

1
- 1
Te= 1| F (in Polarkoordinaten: r;, = o= 0),
0
5 . . 1 ™
Ze=1 1 (in Polarkoordinaten: ry, = o k= 5)
k
gilt
1
li Je) = li =1=cos?0
Jm FU) = [l 77 g = 1= cos™0
2 L
4. Es sei
2% + y2
flz,y) = , TFY.
r—y
T b

In Polarkoordinaten erhalt man fiir p & { } die Funktionsvorschrift

4’4
2

T T

g(r, ) := f(rcosp,rsing) = — = —,
r(cosp —sing)  cosp —sing

flr welche
r
li = lim ——— 22
ri%lJrg(r’ 2 r504 cos @ —sing @2)
@ bel. ¢ bel.

als von  unabhdngiger Grenzwert gesucht ist.

Halt man den Winkel ¢ & {g, %} fest, ist der Nenner ungleich Null und konstant,

sodass
. T
lim —— =0
r—0+ COS  — SIn ¢

gilt. Daraus folgt aber nicht, dass der gesuchte Grenzwert existiert!

Mit einer speziellen Punktfolge zeigen wir nun, dass der Grenzwert (2.2) nicht un-

abhangig von ¢ existiert. Dazu nutzen wir aus, dass der Term m in der
Nahe der Winkelhalbierenden unbeschrankt ist. Wir wahlen eine gegen den Ur-
sprung strebende Punktfolge {Z} } auf einer Kurve, die sich so schnell an die erste
Winkelhalbierende anschmiegt, dass die zugehdrige Folge der Funktionswerte ge-

gen —oo strebt, obwohl die Folge der Radien {rj} gegen Null konvergiert.



2.3. Stetigkeit von Funktionen mehrerer Veranderlicher 31

y=x+ x3
Fir die auf der Kurve y = x + 23 liegende 1t
Punktfolge S
T2
1
< Tk > % . T3
- 4
Yk 1.1 5
k + k3
ist dies erfullt: 1 =z
Abb. 2.10: Spezielle Punktfolge.
1 1 2 1
Sttt at 5 2 1
li — k2 k2 k4 kﬁ:l' ok AV L A
dim fopg) = Jim S dim (=2k = 3 =) = o
k.i%

Der Einsatz von Polarkoordinaten vereinfacht die Grenzwertberechnung nur, wenn der
Grenzwert

Jim f(ao + 1 cos i, yo + 7 sing)

@ bel.
vom Winkel ¢ unabhéngig ist. Wie das vierte Beispiel zeigt, darf man ¢ dabei nicht wie
einen festen Parameter behandeln.

2.3 Stetigkeit von Funktionen mehrerer Veranderlicher

Stetigkeit wird flir Funktionen mehrerer Veranderlicher wie fir Funktionen einer Veran-
derlichen definiert:

Definition 2.22 Eine Funktion f: D C R™ — R heiBt stetig an der Stelle ¥y € D, wenn
Zo ein Haufungspunkt von D istund wenn lim f(Z) existiert und mit dem Funktionswert

T—To

Ubereinstimmt, d.h. wenn gilt:

lim f(Z) = f(Zo).

T—T0o
Ist D C R™ eine offene Menge, dann heif3t f stetig in D, wenn f in jedem Punkt & € D
stetig ist. Die Menge aller in D stetigen Funktionen wird mit C°(D) bezeichnet.

Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft. Eine Funktion f kann an einer einzigen Stelle %,
stetig und an allen anderen Stellen ¥ € D unstetig sein. Anschaulich ist eine Funktion
f: D — R stetig, wenn ,der Graph keine Lécher hat":
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( ‘,—(

T x

Abb. 2.11: Stetige Funktion. Abb. 2.12: Unstetige Funktion.

1
Beispiel 2.23 Die durch  f(z,y) = 2% + 7 y # 0, definierte Funktion ist stetig in
(:L'ano) = (07 1)
1
lim (a:2 + ) =1=£(0,1). A

(z,y)—(0,1) )

Nach Definition 2.22 ist eine Funktion f: D C R™ — R stetig an der Stelle 7y € D,
wenn %, ein Haufungspunkt von D ist und wenn fiir jede in D gegen &y konvergierende
Folge {#,}52, die Folge der Funktionswerte {f(Z,)}>2, gegen f(Zy) konvergiert:

In anderen Worten: Eine Funktion ist stetig, wenn man das Funktionssymbol f und das
Grenzwertsymbol vertauschen darf.

Wie bei Funktionen einer Verénderlichen kann man den Grenzwertbegriff und die Stetig-
keit einer Funktion unabhangig von Folgen erklaren.

Satz 2.24 (c-0-Definition der Stetigkeit) Eine Funktion f: D C R"™ — R ist genau
dann an der Stelle ¥y € D stetig, wenn &y ein Haufungspunkt von D ist und wenn es zu
jedeme > 0 eine Zahl 5(g) > 0 gibt, sodass

|f(Z) — f(Zo)| < e firalle £ € D mit ||&— Zo|| <6

gilt, d.h. wenn aus || T — Zo|| < 0 folgt, dass | f(T) — f(Zo)| < € ist.

z
fzo) +€

(o) te f
fl@o) T/=----------2
(€ !
flzo) —e 7-------- ‘ |
|

:E()—(S xo :D0+5 x

Abb. 2.13: ¢-6-Definition der Stetigkeit flr eine Funktion einer Veranderlicher.
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Fir Funktionen mehrerer Verdnderlicher ist das e-§-Kriterium eher von theoretischem
Interesse, da sich fir ein gegebenes ¢ ein geeignetes § nur bei sehr einfachen Funkti-
onsvorschriften bestimmen lasst.

Beispiel 2.25 Die Funktion

x2+y2
:RZ 5 R mit =
f it f(z,y) 5T a2y

ist stetig im Punkt zy = (8):

Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Dann ist ein 6 > 0 gesucht, sodass

2 2 2 2
- o "ty r“+y T, o5 oy 1, 0!
xTr) — x =|— 0= —= < =(x + = —||T <e
|f() f( O) 2+x2y2 ‘ 2+x2y2_2( y) 2” ”
> % = |lZ|I?

fur |& — & || < ¢ gilt. Mit der Beziehung
—~

=0
12 S
3 17" < e <= ||Z|| < V2e =:0(¢)

folgt, dass | f(Z) — f(Zo)| < & fir alle & mit ||Z — Zo|| < §(¢) = V/2¢ erfilllt ist. A

2.3.1 Stetige Kompositionen

Glucklicherweise bendtigt man die angegebenen Kriterien nur selten zum Nachweis der
Stetigkeit einer Funktion f. Wie bei Funktionen einer Veranderlichen zeigt man:

Satz 2.26 Gegeben seien zwei Mengen D1, D, C R"™ sowie zwei Funktionen f, : D1 —
R und fo : Ds — R. Die beiden Funktionen f, und f, seien stetig im Punkt &, €
D, N Dy. Dann sind auch die Kompositionen

1. c1 - f1 + Co - f2 (Cl, Co € R fest),

2. f1-fa,

h

(falls f2(Zo) # 0)
fa

in ¥y stetig.
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Beispiel 2.27 Die beiden Funktionen f: (z,y) — 2 und g: (z,y) — y mit Dy = D, =
R? sind in jedem Punkt Z, € R? wegen

lim r=1x9 und lim =
(2,5) = (o,0) 0 (@) >(owe)

stetig. Nach Satz 2.26 folgt beispielsweise, dass auch die Kompositionen

(z,y) = f(z,y) =2°, (z,9) = ¢ (z,y) =9, (z,y) — flz,y) - glz,y) =2y

in jedem Punkt & € R? stetig sind. Ebenso ist z.B. die rationale Funktion A mit

_ Sy glzy)  wy
h(l‘,y) T f2(:v,y) +92(l,y) - 1’2 +y27 (.I‘,y) 7é (Oa0)7

fur alle (x,y) # (0,0) stetig. A

Da in Polynomen und rationalen Funktionen nur die arithmetischen Grundoperationen
auftreten, folgt aus Satz 2.26 allgemein:

1. Polynome in mehreren Variablen sind stetig.

2. Rationale Funktionen in mehreren Variablen sind auf inrem natlirlichen Definitions-
bereich stetig.

Stetigkeit bleibt auch in Verkettungen stetiger Funktionen erhalten. Allerdings sind Verket-
tungen bei mehreren Veranderlichen komplexer gebaut als bei Funktionen einer Veréan-
derlichen. Wir beschreiben den Sachverhalt zunachst fiir den Fall zweier Veranderlicher.

Gegeben seien eine Funktion f(u,v), (u,v) € Dy sowie zwei Funktionen
u=g(z,y), (z,y)€ Dy,
U:h($,y), (x,y) eDh'

Einsetzen von g und h in f liefert die verkettete (geschachtelte) Funktion

F(z,y) = f(g(x,y), h(x,y)), (x,y) € Dp.

u v

Dabei dirfen die Definitionsbereiche D, und D), keinen leeren Schnitt haben und D C
D, N Dy, muss so gewéhlt werden, dass

(u,v) = (g(az,y), h(:z:,y)) € Dy

fur alle (z,y) € D gilt.
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Beispiel 2.28 Fur

u?v?

u—+v

flwv) = Dy =R\ {(,0) |0 = ~u}

erhélt man mit
u=g(x,y) =z cosy sowie v=h(z,y)=x siny, D, =D, =R?

die verkettete Funktion

(x cosy)?(zsiny)?

F(z,y) = f(zcosy,zsiny) = zcosy + xsiny

w20 T3 cos?y siny  a®cos?y sin’y

. - ) (xay)EDF
cosy + siny \/icos(g — )
mit Dp = {(z,y) €ER? |2 #0 und y # 3 + kr, k € Z}. A
iy sy Ylroonunnnnnng
,,,,,,,,,,, T
ﬂ'L
,,,,,,,,,,, L e e e e o — - - - o
: 1
L T Repnaps ;
b e
! Dy |
,,,,,,,,,,,
V= —u :
|
Abb. 2.14.a: Df. Abb. 2.14.b: Dp.

Satz 2.29 Die Funktionen g(x,y) und h(x,y) seien im Punkt (x, yo) stetig. Die Funktion
f(u,v) seiin (ug,vo) = (g(z0,y0), h(zo,y0)) stetig. Dann ist die verkettete Funktion

F(LU, y) = f(g(x7y)7 h(xvy))
im Punkt (zq,yo) stetig.

Beweis: Sei {Z} = {(z’“>} eine beliebige Folge mit Z) # <'r“> und lim @ =
Yk Yo k— o0
() =7
vo) 0

Da g und h nach Voraussetzung stetig sind, gilt fir uy, := g(zk, yr) und vy := h(zk, yi)
lim w, = lim g(2k, yx) = g(x0,Yo) = uo,
k—o0 k—o0
lim vy = lm h(zg,yx) = (o, yo) = vo.
k—oc0 k—o0

Weil f in (ug,vg) nach Voraussetzung stetig ist, folgt
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klingo f(ug,vr) = f(uo,vo)

Y AN
kli)nolo f(g(zr, yr), h(zw, yi)) f(9(xo,y0), h(zo,y0))
I Il
lim F(xg,yx) ®) F(x0,y0)
k— o0

Da die Folge {Z} beliebig gewahlt war, gilt die Beziehung (x) flr jede gegen Z, konver-
gente Folge. Also gilt nach der Definition des Grenzwerts

lim F(l‘,y) = F('r07y0)7
(z,y)—(z0,y0)

d.h. F'(z,y) ist stetig in (xo, o). O

Beispiel 2.30 Es seien

g(z,y) = 2%y*, (z,y) ER?,
ha,y) =z +e?, (z,y) € R%

Dann ist die Verkettung

$2y2

F(z,y) = f(g(gc,y)7h($,y)) T rtev

in jedem Punkt (z, yo), der xg + e¥° # 0 erflillt, stetig. A

Im allgemeinen Fall betrachtet man Verkettungen, bei denen die auBere reellwertige
Funktion f von den m Variablen u;, ..., u,, abh&ngt und jede Variable v; eine reellwer-
tige Funktion der n Unabhangigen z1, ..., x, darstellt. Dabei schreibt man abkirzend

g(@) == : , €Dy CR™

Satz 2.31 (Stetigkeit von verketteten Funktionen) Die m reellwertigen Funktionen
g;(¥), €Dy CR", ji=1,...,m,

seien im Punkt £, € R stetig. Die reellwertige Funktion f(u), @ € Dy C R™ sei in
iy = §(Zo) stetig. Dann ist die verkettete reellwertige Funktion

F(7) = f(9(7))

im Punkt % stetig.
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Beweis: Wie im Fall m = n = 2 (Satz 2.29). O

Beispiel 2.32

1.m =1,n > 1: Es sei f(u), u € Dy C R eine elementare Funktion oder eine
beliebige Verkettung elementarer Funktionen. Die Funktion ¢(Z), £ € Dy, C R™
sei stetig in Zo und f sei stetig in uy = g(Zo). Dann ist F(Z) := f(g(Z)) in &
stetig.

a) f(u) = \/a! g(a:,y) =T —Y (x()vyo) = (3a _1)'

Die verkettete Funktion

F(z,y) := f(g9(z,y)) = Vo —y

ist stetig in (zo, yo)-
b) f(u)=e“, g(z,y,2)=x+yz (20,%,20) € R3 beliebig.
Die Verkettung
F(a,y,2) = f(g(z,y,2)) = e"T¥*
ist in ganz R? stetig.
c) In(1+cos(z+y)) ist stetig in allen Punkten (z, yo) mit zo+yo # (2k+ 1),

k € Z.
An diesen Ausnahmestellen ist die Funktion nicht definiert, da cos((2k +
1)7r) = —1 gilt und der Logarithmus von Null nicht existiert.

2. m=2,n=3. Essei

+u
= _— 1
fluw) = o+ T v L,
sowie
gi(z,y,2) =x+y, g(z,y,2)=xyz, Dy =R’
und
1
F(2,y,2) = [ (91(2,9,2), 92(2,9,2)) = (& + y)ayz + JTZ“’

Dp = {(z,y,2) € R* | 1 + zyz # 0}.

1
Dannist F'in &y = (1) stetig, weil g; und g- in &y stetig sind und f in
1

o = §(7o) = (11-?11> - (?)

stetig ist.
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3. m=3,n=1. Essei
flu,v,w) = u+vw+In(2uw +v), Dy ={(u,v,w) €R?|2uw+v>0}

sowie
g1(z) = z2, g2(x) =€, g3(x)=2+2, ze€Dy;=R.
Die verkettete Funktion

F(z) = f(91(z), g2(x), g3(x)) = 2* + (z + 2)e” + In(22%(z + 2) + €7)

ist definiert fir
20%(x +2) +e* >0 < x> —2.031...

und speziell in xo = 0 stetig, da g1, g2, g3 in £y = 0 stetig sind und f in

91(0) 0
go)y=1g0 |=11
g3(0) 2

stetig ist.

4. Ist die Funktion f(x,vy) auf ganz R? stetig in = und y, dann ist die in Polarkoordi-
naten transformierte Funktion

g(r, ) == f(rcosp,rsing)

stetig in r und ¢. A

2.4 Eigenschaften stetiger Funktionen

Die wichtigsten aus Band 1 bekannten Eigenschaften stetiger Funktionen gelten auch im
Fall mehrerer Veranderlicher.

Satz 2.33 (Satz von der Beschranktheit und Satz vom Minimum und Maximum)
Die Menge D C R" sei kompakt, d.h. beschrdnkt und abgeschlossen. Die Funktion
f: D — R sei stetig in D. Dann gelten

1. f ist beschridnkt in D, d.h. es gibt eine positive reelle Zahl K, sodass | f(Z)| < K
fir alle ¥ € D gilt.

2. Es gibt zwei Punkte X1, 22 € D mit
f(#) < f(&) < f(Z2) firalle ¥ € D.

I ist Stelle des absoluten Minimums von f, ¥ Stelle des absoluten Maximums.
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Beweis: Wie in Band 1 mit dem Satz von Bolzano-Weierstraf3 und der Definition der
Stetigkeit. O

Den Zwischenwertsatz fihren wir auf den in Band 1 behandelten Fall zuriick.

Satz 2.34 (Zwischenwertsatz) Die Funktion f: D — R sei auf D C R" stetig. ¥1 und
T seien zwei Punkte aus D, die durch eine ganz in D verlaufende stetige Kurve

K:Z=g(t), t1<t<ts,
mit Anfangspunkt 21 und Endpunkt ¥5 verbunden sind und fiir die

gilt. Dann nimmt f in D jeden Wert zwischen m und M an, d.h. es gilt [m, M] C Wy.

Beweis: Es sei
h(t) := f(g(t)), te [tr,ta].

Dann ist h nach Satz 2.31 stetig als Verkettung stetiger Funktionen. Wegen h(t1) =
f(Z1) = mund h(te) = f(Z2) = M folgt [m, M] C W}, nach dem Zwischenwertsatz
fur Funktionen einer Verénderlichen. Aus W}, C W} folgt somit die Behauptung. O

Im einfachsten Fall liegt die Verbindungsstrecke beliebiger Punkte 7'y und Zs aus D eben-
falls in D. Insbesondere im Fall D = R" ist dies erfiillt. Dann kann man den Zwischen-
wertsatz auf beliebige Paare von Funktionswerten von f anwenden.

Beispiel 2.35

1. FOr den Wertebereich von

cosx
1+ (z -y (e + )%

fla,y) = (z,y) € R?,

erhalten wir mit der Abschéatzung

[f(z,y)| =

>0 >0

die Inklusion W, C [—1,1]. Wegen f(0,0) = 1 und f(—=,0) = —1 gilt anderer-
seits nach dem Zwischenwertsatz [—1,1] C Wy, d.h. insgesamt ist Wy = [—1, 1].
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2. Der natirliche Definitionsbereich D von

(1 —arctanz) -y - |y|

Iy = e 1

ergibt sich aus
(z+]2))2+9*=0 <= 2+|z/=0und y=0 < <0 und y =0

zu Dy = R?\ {(2,0) | < 0}. Man spricht in diesem Fall von der ,geschlitzten
Ebene*.
Speziell fiir 7, = <j) und 7 = (

1 ) erhalten wir

A+D) (-1 .
f=1-1) = (—1+41)2+(—1)2 =l 3
(I+7)-1-1 ™
I =S =y

Fur & € D ist f(Z) stetig als Komposition stetiger Funktionen. Die Verbindungs-
strecke von 7 und %5 liegt nicht in D, aber es existiert eine stetige Kurve in Form
eines Polygonzugs von &1 nach %5, die ganz in D liegt.

Hieraus folgt die Teilmengeneigen-

schaft

iy i
1-T1 —]CW. o2
{ Rk

Mit zusatzlichen Uberlegungen zeigt -
man

Wy = (71 T 1+ E) A Abb. 2.15: Geschlitzte Ebene.
2’ 2/
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